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損失額分布やパラメータ推定手法の選択が 

オペレーショナルリスク計量結果に与える影響について 

――サンプルデータを用いた分析── 

森淳稔*、木全友則**、長藤剛*** 

（要旨） 

 内外の金融機関では、オペレーショナルリスク計量化手法として、損失分布手法

を利用する先が多い。もっとも、その際用いられるモデルの内容、特に損失額分布

の分布形の仮定や、分布形のパラメータ推定手法は様々であり、未だ実務標準とな

るような手法は確立されていない。 

本稿では、「わが国金融機関のオペレーショナルリスク損失データから抽出し、

加工したオペレーショナルリスクに関するサンプルデータ」を用いて、損失額分布

の「分布形の仮定」および「パラメータ推定手法の選択」がリスク量の計量結果に

与える影響について分析した。分析に用いたサンプルデータは、一般に損失額分布

として用いられることが多い対数正規分布に従うデータよりも「ファットテール性

が強い」という特徴を有するものである。分析の結果、こうした特徴を有するサン

プルデータに対して、「一般に最適」とまでいえるような、分布形、パラメータ推

定手法を見出すことはできなかったが、計量結果を比較することによって、①損失

額分布を低額損失部分と高額損失部分に分けて推定すること、また、②適切なパラ

メータ推定手法を選択することで、比較的妥当なリスク量が算出されることが確認

できた。 

本稿は、こうしたオペレーショナルリスク特性を有するサンプルデータを用いた

オペレーショナルリスクの計量化を通じて、損失額分布の推定からリスク量の算出

および評価に至るオペレーショナルリスク計量化の一連のプロセスを紹介するも

のである。 
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１．はじめに 

内外の金融機関においては、オペレーショナルリスク1（以下「オペリスク」）

を計量2し、その結果を金融機関のオペリスク特性3の理解や、オペリスクに

係る損失の発生に備えるために必要な資本量の把握等を通じて、自らのオペ

リスク管理に活用する動きが進んでいる。 

もっとも、オペリスクの計量を通じたオペリスク管理を行うにあたり、金

融機関が、以下のような問題に直面して対応に苦慮する事例が少なからず見

受けられる。 

①オペリスク計量化のために、実務の現場で用いられる標準的な手法がい

まだ殆ど確立されていないことによる問題がある4。例えば、用いる計量化手

法により算出されるリスク量が大きく異なれば、リスク計量結果を客観的な

基準としてリスク資本配賦や日々の経営管理に活用することが難しくなる。

このため、少なくとも、幾つかの代表的な計量化手法の特徴や、各々の手法

によって算出されるリスク量の差異について、認識を共有する必要があると

考えられる。 

②個別の金融機関がオペリスク計量化を試みる場合に、一般に当該金融機

関の内部に蓄積された実損データのみでは、統計的に意味のある計量結果を

算出するのに十分なデータ数に達していない場合が多いという問題がある。

この点、わが国の金融機関においては、オペリスクに起因した損失事例のデー

タ蓄積が遅れている場合が多いことに加え、これを補うのに適当なオペリス

クの外部データベースが存在しないことも問題となる。 

本稿は、わが国金融機関から収集して作成したオペリスク損失データ5に対

して、現在金融機関の間で利用実績のある様々なリスク計量化手法を用いて

オペリスクを計量し、各々の手法の特徴や長所、短所を、実際の損失データ

                                                  
1 本稿で用いる「オペリスク」の定義は、「内部プロセス・人・システムが不適切であるこ

と、もしくは機能しないこと、又は外生的事象に起因する損失に係るリスク」とし、法務

リスク（金融機関が起訴され、訴訟費用や賠償金支払いが発生するリスク）は含み、戦略

リスク（誤った経営戦略の策定・実行により損失を被るリスク）、および風評リスク（風説

の流布等により、金融機関の信用が低下することにより損失を被るリスク）は含んでいな

い。 
2 定量的にリスクを計測すること。 
3 オペレーショナルリスク管理高度化勉強会[2006]を参照。 
4 オペレーショナルリスク管理高度化勉強会[2006]を参照。 
5 オペリスクが顕現化したことに伴い、金融機関が損失を被った事例における、損失額や損

失発生時点のデータ。 
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（実損データ）への適合性、および計量されたリスク量の妥当性という観点

から比較分析を試みたものである。本稿の分析は、こうしたオペリスク計量

化の一連のプロセスを紹介したものであり、金融機関によるオペリスク計量

化と、これを用いたオペリスク管理の一層の高度化に向けた取組みへの一助

となることを企図している。 

本稿を読む上では、分析対象としたサンプルデータ、計量化手法の両面で

幾つかの留意点が存在する。まず、①本稿で用いたサンプルデータには、オ

ペリスクを計量する上で避けることのできない、「発生頻度の低い高額損失

（低頻度高額損失）データを十分に蓄積した形にはなっていない可能性があ

る」という制約6がある。また、②本稿では、主として、内外金融機関におい

て既に広く利用が試みられた実績のある計量化手法（損失分布手法7）を用い

て分析を行ったが、これら以外に優れた手法が存在する可能性は否定できな

い。また、オペリスク計量化手法は、現段階ではなお発展途上の技術であり、

近い将来、新たに優れた手法が開発される可能性もある。さらに、③本稿で

望ましいとされた手法も、オペリスク特性が異なるデータに対しては必ずし

も適切なものとはならない可能性もある。 

本稿の構成は以下の通りである。まず第 2 節では、オペリスク計量化に関

する先行研究事例を紹介する。次に第 3 節で、具体的にリスク計量化の枠組

みを整理する。さらに、第 4 節で、本稿で用いたサンプルデータの特徴を示

す。その上で、第 5 節において、様々な手法で損失額分布を推定し、それら

を用いてリスク量を算出した結果を相互に比較し評価する。最後に、第６節

で以上の過程を振り返りつつ、オペリスク計量に関する実務に即した考察や、

残された課題をまとめる。 

また、本論の理解を深める上で参考となる関連事項は、補論として後述す

る。【補論 1】では、「リスク計量における信頼区間」と「リスク量に影響を

与える損失データの範囲」の関係について説明し、【補論 2】では、技術的な

用語、論点について説明する。 

２．先行研究事例 

 損失データを用いたオペリスク計量化に関する実証分析は、これまでも数

多く報告されている。筆者が知る限り、国内の分析事例で公表されているも

のは、三菱信託銀行オペレーショナル･リスク研究会[2002]があるのみである

                                                  
6 本稿で用いたデータの特徴については 4 節で後述する。 
7 損失分布手法の概要については 3 節で後述する。 
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が、海外においては、de Fontnouvelle et al. [2003]、de Fontnouvelle et al. 
[2004]、Chapelle et al. [2004]、Moscadelli [2004]、Dutta and Perry [2006]
等多くの報告事例がある。これらの論文の内容は、計量対象データ、計量化

手法の観点から以下のように整理できる。 

①計量対象としたデータ 

de Fontnouvelle et al. [2003]が市販されている損失データを用いている

ほかは、いずれも、単独または複数金融機関から内部損失データ（当該金融

機関内部で発生した損失データ）を収集し、損失データとして用いている。 

de Fontnouvelle et al. [2003]以外の事例のうち、三菱信託銀行オペレーシ

ョナル･リスク研究会[2002]と Chapelle et al. [2004]が単独の金融機関、その

他の 3 事例（Moscadelli[2004]、de Fontnouvelle et al. [2004]、Dutta and 
Perry [2006]）は、複数（6 行～89 行）の金融機関から収集した損失データ

を用いている。 

 複数の金融機関の内部損失データを用いている事例のうち、 de 
Fontnouvelle et al. [2004]、Dutta and Perry [2006]は個別金融機関毎にリ

スクを計量しているのに対して、Moscadelli[2004]は全金融機関のデータを

統合したものについてリスクを計量している。 

 いずれの事例についても、損失データをイベントタイプないしビジネスラ

イン8、もしくはその双方を基準に、複数の計量単位に分けた上で、各々の計

量単位毎にオペリスクを計量している。 

②計量化に用いた手法 

 いずれもリスク計量化手法として損失分布手法を用いているが、その際仮

定する損失額分布の分布形により、計量結果が大きく異なることを示してい

る。また、いずれも損失額分布の裾が厚くなる傾向が強いといわれるオペリ

スク損失データの特性を考慮して、リスク計量化手法のモデル化にあたり「極

値理論（POT手法9）」を応用し、その結果を利用している。 de Fontnouvelle 

                                                  
8 イベントタイプとは、損失データを発生要因別（内部不正、システム障害等）に 7 種類に

分けた類型を表す。ビジネスラインとは、損失データを発生部門（コーポレート・ファイ

ナンス、リテール・バンキング等）別に 8 種類に分けた類型を表す。いずれもバーゼルⅡ

におけるオペリスク所要自己資本額算出において設定された損失データの分類の枠組みで

ある。 
9 極値理論とは、「特に大きな値のデータが従う分布（極値分布）」を扱う理論である。POT
手法は、「閾値を十分大きくとれば、閾値からの超過金額の分布が一般化パレート分布で近
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et al. [2004]、Chapelle et al. [2004]、Moscadelli [2004]が、極値理論（POT
手法）の利用に対して肯定的な評価を与える一方で、Dutta and Perry [2006]
は、極値理論（POT手法）の利用に対しては、他の手法に比べて突出して大

きなリスク量が算出される場合があること、閾値の設定によりリスク量が大

きく振れること等の理由から否定的な評価を与え、4 つのパラメータを持つ、

より自由度が高い分布10の活用を提唱している。 

 損失額分布のパラメータ推定手法に関して、三菱信託銀行オペレーショナ

ル･リスク研究会[2002]は推定手法の違いによってリスク量が大きく異なる

ことを示している。一方、その他の事例では、パラメータ推定手法の違いに

よるリスク量の比較、評価は行わず、1 つの手法（主として最尤法）のみを

選択している。 

本稿においては、サンプルデータに対し、まず、(1)損失額分布全体に「単

一の分布」を仮定する方法によるリスク計量化を試みる。次に、(2)損失額分

布に「合成分布（金額に境界値＜閾値＞を設け、その前後で異なる 2 つの分

布を推定、これらを 1 つにまとめた分布）＜後述＞」を仮定する方法による

リスク計量化を試みる。(2)では、低頻度高額損失部分に国内外の先行研究事

例において使用されている極値理論（POT 手法）の考え方を取り入れる。 

３．損失分布手法の概要 

まず、本稿の分析で用いる損失分布手法の枠組みを紹介し、次いで、本稿

で分析に用いた損失分布手法（パラメトリック手法）と、パラメトリック手

法によるリスク計量結果を評価する際の基準（ベンチマーク）として採用し

たノンパラメトリック手法をそれぞれ説明する。最後に、本稿でノンパラメ

トリック手法をベンチマークとして用いた背景と留意点について述べる。 

（１）損失分布手法の枠組み 

本稿ではオペリスク量を、VaR（Value at Risk）の形で11、すなわち、信

頼区間 α100 %のリスク量を、「リスク計測期間内に発生する全ての損失事象

                                                                                                                                                  
似できる」という定理（Pickands-Balkema-de Haanの定理）に基づき、極値分布を推定す

る手法である。オペリスクの計量化にPOT手法を用いる場合、損失データに適当な閾値を

設け、閾値を超えるデータ（すなわちテール部分）の超過損失額が一般化パレート分布に

従うと仮定する。詳細は森本[2000]を参照。 
10 Hoagln, Mosteller, and Tukey[1985]でg-h分布として紹介されている。 
11 本稿では、オペリスク量を測る指標として実務で最も一般的に用いられているVaRを用

いる。 
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の損失額の総和（総損失額）の確率分布の α100 %点」として定義する。 

総損失額の分布は、損失頻度分布（リスク計測期間内に発生する損失回数

の確率分布）と、損失額分布（損失が発生した場合の 1 件当たりの損失額の

確率分布）の組合せとして推定する。具体的には、リスク計測期間を 1 年、

信頼区間を 99%、および 99.9%とし、モンテカルロ･シミュレーション（以

下「シミュレーション」）を用いて算出された総損失額分布から、信頼区間に

相当するリスク量を推定する12。 

具体的には、以下の手順でリスク量を推定する。 

① 損失頻度分布の推定 

  リスク計測期間（1 年間）内に発生する損失件数 が従う分布（損失頻

度分布）の分布形を推定する。本稿では、 はポアソン分布に従うと仮定

し、そのパラメータは、年間平均損失発生件数により推定する

N
N

13。 

② 損失額分布の推定 

  損失が発生した場合の 1 件当たりの損失額 ( )NiX i ,...,2,1, = が従う分布

（損失額分布）の分布形を推定する。損失額分布の推定手法は、大きく、

（i）損失額分布に特定の分布形（対数正規分布、ワイブル分布等）を仮定

する手法（パラメトリック手法）と、（ii）特定の分布形を仮定しない手法

（ノンパラメトリック手法）に分類される。ここで、各損失額 は、互い

に独立で同一の分布から生成され、損失発生件数 と損失額 は独立であ

ると仮定する。 

iX
N iX

③ 総損失額の計算 

①で推定した損失頻度分布に従って、年間損失発生件数 を抽出し、②N

                                                  
12 シミュレーションを用いない総損失額分布の計算方法として、他にパンニャ（Panjer）
の漸化式を用いる方法、高速フーリエ変換法が知られている。詳細は、Klugman, Panjer, 
and Willmot [2004]を参照。 

13 ポアソン分布の確率密度関数は
!

)(
x

exf
xλλ−

= で与えられる。なお、期待値は λであり、

これを年間平均損失発生件数と一致させることでλを推定する。 
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で推定した損失額分布から 件分の損失額 を抽出し、リス

ク計測期間（1 年間）内の総損失額 を計算する。 
N ),,,( 21 NXXX L

S

∑
=

=
N

i
iXS

1

 

④ シミュレーション（K 回試行）による VaR の計算 

③をK 回繰り返し、K 個の総損失額 を計算し、これらを総

損失額の小さい順に

)()2()1( ,...,, KSSS
)(i S 21 KSSS ≤ ≤≤ L とする。このとき、以下のように

リスク量を定義する。 

を表す。を超えない最大の整数はただし、 xxS

Ki
K
i

K
iSVaR

K

i

][,

,...,2,1,1,)(

]1[ +=

=<≤
−

=

α

αα
 

例えば、K =100,000 回、α =0.99 の場合、リスク量は 、

すなわち総損失額の上位第 1,000 位となる。 
99001)99.0( SVaR =

（２）損失額分布の推定手法（パラメトリック手法とノンパラメトリック手法） 

①パラメトリック手法 

パラメトリック手法は、損失額分布として、予め特定の分布形を仮定する

手法である。本稿では、分布形として対数正規分布、ワイブル分布、一般化

パレート分布を仮定し14、パラメータ推定手法としてモーメント法（一般化

パレート分布は確率ウェイトモーメント法）、最尤法、最小二乗法を用いる15。 

②ノンパラメトリック手法 

パラメトリック手法に対し、損失額分布に特定の分布形を仮定せず、損失

データからランダムに損失額を抽出してシミュレーションを行う手法を「ノ

ンパラメトリック手法」と呼ぶ。 

                                                  
14 損失額分布は、オペリスクのリスク特性である分布の裾の厚さを表現できるような分布

形を選択することが一般的である。なお、損失額分布の候補として、他にもガンマ分布、

一般極値分布等様々な分布が存在する。 
15 本稿で損失額分布として仮定した各分布形の特徴・形状、およびパラメータ推定手法の

考え方・特徴については、【補論 2】の(1)、(2)を参照。 
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本稿では、損失データが L 個存在する場合、それらのデータを損失額の小

さい順に )( 21 Li XXXX ≤≤≤ L とし、以下のように損失額を与える関数 X を

定義する（ここで は確率、p 10 << p ）。 

]1[

,...,2,1,1,)(

+=

=<≤
−

=

Lp

i

X

Li
L
ip

L
iXpX

 

（３）ベンチマークとしてのノンパラメトリック手法 

本稿では、ノンパラメトリック手法によるリスク量をパラメトリック手法

によるリスク計量結果を評価する際のベンチマークとして用いている。これ

は、ノンパラメトリック手法は損失額分布に特定の分布形を仮定しないため、

算出されるリスク量は、リスク量の基準として一定の客観性を有するものと

考えられることによる。 

本稿で用いたサンプルデータのデータ数が少ないこと等から、このベンチ

マーク自体が必ずしも十分に保守的なリスク量にはなっていない可能性にも

留意する必要はあるが16、ここではノンパラメトリック手法を基準にその他

の手法を評価した。なお、サンプルデータの特徴については次節で述べる。 

４．データ 

本稿で用いたサンプルデータは、わが国金融機関から集めた 1994 年 1 月

～2003 年 12 月の 10 年間のオペリスク損失データのうち、損失額の大きい

上位 774 個を基に作成した。この点で、本稿で用いたサンプルデータは、単

独の金融機関からみれば、自行の内部損失データに、他行の損失データ（外

部損失データ）を加えて作成した「ある銀行の損失データベース」と解釈す

ることも可能なものである。 

以下では、オペリスク計量化に用いたこのサンプルデータの特徴を確認す

るため、本稿で使用するサンプルデータの分布と、同データから推定された

パラメータを持つ対数正規分布（損失額分布を推定する際にパラメトリック

な分布形としてよく用いられる）について、幾つかの損失額を選択し、その

分位点（分布関数の値）を比較し、サンプルデータの分布の「ファットテー

ル性の強さ17」を評価した。その結果、【図表 1】に示すとおり、サンプルデー

                                                  
16 こうした論点については、6 節で後述する。 
17 本稿では、2 つの分布関数 について、ある金額 が存在し、 を超える任意

の損失金額

)(),( xGxF 0x 0x
x に対して、 )(1)(1 xGxF −>− 、すなわち )()( xGxF < が成立するとき、 )(xF
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タの分布は、対数正規分布と比較してファットテール性が強い分布形となっ

ていることが認められた。 

（ファットテール性評価の手順） 

①サンプルデータを金額の小さい順に )( 21 Ni XXXX ≤≤≤ L とし、その対数値

の平均（μ ）および標準偏差（σ ）を計算し、これらを用いて、 

σ
μ−

= i
i

X
Y

log
 

と規格化する。 

②規格化されたサンプルデータ の分布関数を各 について以下の通り定義

する。 

iY iY

Ni
N

iYS iN ,,2,1,5.0)( L=
−

=  

③標準正規分布の分布関数を とする。 )(xF

④上記②、③で定義した分布関数の値を比較し、サンプルデータのファットテー

ル性を確認する。ここでは、 を選択し、各点につい

て を、また、 については

)8,,2,1(,5.0 L== nnxn

)( nxF NS in Yx ≤ を満たす最小の （ 以上の最小の

分位点にある ）を とし、 を計算する（仮に を定義するとす

れば、分布関数の単調非減少性から が成り立つ）。 

iY nx

iY nY )( n
N YS )( nN xS

)()( n
NnN YSxS ≤

これらをまとめると【図表１】の通りとなる。 の全ての損失額におい

て、 

5.1≥nx

)()())(( n
n

NnN xFYSxS <≤  

が成立しており、サンプルデータは対数正規分布と比較してファットテールな

分布であると評価できる。 

                                                                                                                                                  
)(xで表された分布はG で表された分布よりも「ファットテール性が強い」分布であると定

義する。 
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【図表 1】損失額分布のファットテール性の比較検証 

 
n  nx  )( n

N YS  (A) )( nxF  (B) 差(B-A) 

1 0.5 0.76421 0.69146 -0.07275 
2 1 0.84690 0.84134 -0.00555 
3 1.5 0.90504 0.93319 0.02815 
4 2 0.94767 0.97725 0.02958 
5 2.5 0.97222 0.99379 0.02157 
6 3 0.98385 0.99865 0.01480 
7 3.5 0.99160 0.99977 0.00817 
8 4 0.99677 0.99997 0.00320  

 
本稿では、以降、このようなファットテール性を持つサンプルデータに対

し、様々な計量化手法によるオペリスク計量化を試み、各々の手法の長所、

短所を、主に分布のテール部分の当てはまりの良さ、リスク量の妥当性とい

う観点から検討していく。 
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５．計量結果とその分析 

本節では、3 節、4 節で述べた手法、実損データを用いてオペリスクを計

量した結果を比較分析する。 

まず(1)でパラメトリック手法のうち、損失額分布に「単一の分布」を仮定

する方法でリスク量を算出し、分析する。さらに、(2)で、「単一の分布」を

仮定した際に発生する、「分布の一部分で当てはまりが非常に悪くなる問題」

を解決する手段として、損失額分布に「合成分布」を仮定する方法により、

リスク量を算出し、分析する。 

なお、いずれの場合についてもノンパラメトリック手法を用いて算出した

リスク量をベンチマークとして、それとの比較でリスク量の水準を評価する。

なお、推定された分布の実損データへの適合度合いの評価には、必要に応じ

PPプロット、QQプロット18を用いている19。 

（１）損失額分布に「単一の分布」を仮定する方法 

＜リスク計量化手法＞ 

損失額分布に単一の分布を仮定する方法として、対数正規分布、ワイブル

分布、一般化パレート分布の 3 種類の分布形を仮定してリスク量を算出した。

また、各々の分布形のパラメータについては、最尤法、最小二乗法およびモ

ーメント法（一般化パレート分布については確率ウェイトモーメント法を使

用）の 3 種類のパラメータ推定手法を用いて推定を行い、リスク量を算出し、

結果を比較した20。推定されたパラメータは【図表 2】の通りとなった。 
 

 

                                                  
18 PPプロットおよびQQプロットに関する解説は【補論 2】(3)を参照。 
19 なお、一般に検定方法として知られている幾つかの統計的手法（たとえば、コルモゴロ

フ－スミルノフ検定、アンダーソン－ダーリング検定等）では、リスク量に大きな影響を

与えるテール部分の適合度合いを十分に評価できないため、現在のところPPプロット、QQ
プロット等視覚的な方法に頼らざるを得ないのが実状である。詳細は、【補論 2】(4)を参照。 
20 本稿で損失額分布として仮定した各分布形の特徴・形状等、パラメータ推定手法の考え

方・特徴等については、【補論 2】の(1)および(2)を参照。 
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【図表 2】損失額分布に単一の分布を仮定した場合における 

パラメータ推定結果 

対数正規分布 
 

モーメント法 最尤法 最小二乗法 
μ  σ  μ  σ  μ  σ  パラメータ 

推定結果 2.17 2.47 1.48 1.61 1.48 1.47 
ワイブル分布 

 
モーメント法 最尤法 最小二乗法 

θ  p  θ  p  θ  p  パラメータ 

推定結果 0.70 0.18 10.85 0.43 10.90 0.63 
一般化パレート分布 

 
確率ｳｪｲﾄﾓｰﾒﾝﾄ法 最尤法 最小二乗法 

β  ξ  β  ξ  β  ξ  パラメータ 

推定結果 4.57 0.98 3.44 1.10 3.84 0.60 

＜リスク計量結果＞ 

パラメトリックな損失額分布を用いた場合およびノンパラメトリックな損

失額分布を用いた場合の 99%、99.9%信頼区間のリスク量は【図表 3】のと
おりである。 

これをみると、仮定する分布形、および選択するパラメータ推定手法によ

り、算出されるリスク量に大きな差が生じている。すなわち、対数正規分布、

およびワイブル分布を仮定した場合には、モーメント法を用いた場合高額の

リスク量が算出された一方、最尤法、最小二乗法を用いた場合低額のリスク

量が算出され、その比は 99%信頼区間では、対数正規分布で 42倍（【図表 3】
の(A)）、ワイブル分布で約 65 倍（同(B)）に上った。また、99.9%信頼区間
では、同様に対数正規分布で 99倍（同(C)）、ワイブル分布で約 190倍（同(D)）
に上った。また、一般化パレ―ト分布を仮定した場合には、最尤法を用いた

場合高額のリスク量が算出される一方、最小二乗法を用いた場合低額のリス

ク量が算出され、その比は 99%信頼区間では約 30倍（同(E)）に、99.9%信
頼区間では約 125倍（同(F)）に上った。 
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【図表 3】損失額分布に単一の分布を仮定した場合のリスク量 

信頼区間 99% )(α 99.9% )(β  )/()( αβ
モーメント法 74.9

①（0.75）

272.6 

③（1.4） 
3.6

最尤法 
2.5

（0.025）

4.4 

（0.023） 
1.8

対数正規分

布 

最小２乗法 
1.8

⑨（0.018）

2.8 

⑨（0.015） 
1.6

モーメント法 105.8

②（1.1）

351.7 

④（1.9） 
3.3

最尤法 
3.9

（0.039）

5.0 

（0.026） 
1.3ワイブル分布 

最小２乗法 
1.6

⑨（0.016）

1.8 

⑨（0.010） 
1.1

確率ウェイト 

モーメント法 

26.8

⑤（0.268）

255.4 

⑦（1.348） 
 9.5

最尤法 
54.1

⑥（0.541）

686.1 

⑧（3.622） 
12.7

一般化パレー

ト分布 

最小２乗法 
1.8

⑨（0.018）

5.5 

⑨（0.029） 
3.0

(B)65倍 

(A)42倍 

(F)125倍 (E)30倍 

(D)190倍 

(C)99倍 

ノンパラメトリック手法 
100.0 189.4 

1.9
(1.00) （1.00） 

（注 1）リスク量は、ノンパラメトリック手法、99%信頼区間で算出した値を 100 とした相対値を表す。 

（注 2）括弧内は、各信頼区間におけるリスク量の、ベンチマークに対する倍率を表す。 

（注 3）シミュレーション回数は 10 万回とする。 

＜計量結果の評価と考察＞ 

パラメトリック手法を用いたオペリスク計量結果を、ノンパラメトリック

手法の結果をベンチマークとして評価すると、対数正規分布、ワイブル分布

を仮定した場合には、モーメント法でパラメータを推定した場合、99%信頼
区間で各々ノンパラメトリック手法によるリスク量の 0.75 倍（【図表 3】の
①）、1.1倍（同②）、99.9%信頼区間で各々1.4倍（同③）、1.9倍（同④）と
なっており、ベンチマークと同等か、あるいはそれを上回るリスク量となっ

ている。一方、最尤法、最小二乗法による場合、いずれもノンパラメトリッ

ク手法によるリスク量の 5%未満となっており、ベンチマークを大きく下回
っている。 

また、一般化パレート分布を仮定した場合には、確率ウェイトモーメント

法、最尤法による場合、99%信頼区間では、各々、0.27 倍（同⑤）、0.54 倍
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（同⑥）となっており、ベンチマークを下回っているが、99.9%信頼区間

では、各々、1.35 倍（同⑦）、3.62 倍（同⑧）となっており、ベンチマーク

を上回る結果となっている。一方、最小二乗法による場合、いずれの信頼区

間においても、ノンパラメトリック手法によるリスク量の 3%未満（同⑨）

となっており、ベンチマークを大きく下回っている。 

分布形の仮定、パラメータ推定手法によるリスク計量結果の差異は、以下

のように解釈することが可能である。 

① 分布形の仮定 

分布形の仮定の違いによるリスク量の差異は、仮定した分布形のファット

テール性の強さの程度により生じている。本稿で用いた損失額分布の中では、

一般的にはワイブル分布が最もファットテール性が弱く、以下、対数正規分

布、一般化パレート分布の順にファットテール性が強くなることが知られて

いる21。 

② パラメータ推定手法 

本稿の分析では、パラメータ推定手法の違いによる計量結果の差異が極め

て大きくなっている。一般に、実損データをパラメトリックな分布で近似す

る場合、両者の分布形状に大きな差がなければ、パラメータ推定手法が異な

っていてもこうした大きな差は生じない。すなわち、本稿の分析では、仮定

した分布と実損データの分布形状に大きな乖離があったことを示している。 
この点を確認するために、損失額分布に対数正規分布を仮定した場合を例に

PP プロットをみると、最尤法および最小二乗法を用いた場合、分布の中心

部分（ボディ部分）での適合は良いものの、分布の右端部分（テール部分）

では、実損データと比較して、損失額が小さくなる形で乖離が生じているこ

とがわかる。一方、モーメント法を用いた場合には、ボディ部分における実

損データの乖離は大きいが、テール部分の乖離は小さくなっている。さらに、 

                                                  
21 一般に、一般化パレート分布、対数正規分布、ワイブル分布（ 1<p の場合）、ガンマ分

布、ワイブル分布（ の場合）の順でファットテール性が強い分布である（この中では

一般化パレート分布が最もファットテール性が強い）こと、すなわち、各々の分布関数

の間に、十分大きな値

1>p

)(),(),(),(),( 1,1, xFxFxFxFxF pWBGAMpWBLNGPD >< x に対して、 

)()()()()( 1,1, xFxFxFxFxF pWBGAMpWBLNGPD >< <<<<  
が成立することが知られている。なお、本稿におけるリスク計量に使用されたワイブル分

布の形状パラメータ p （ワイブル分布のパラメータについては、【補論 2】(1)を参照）は全

て 1 より小となっている。 
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QQ プロットによれば、最尤法および最小二乗法を用いた場合、特にテール
部分について、実損データとの乖離がモーメント法を用いた場合より大きく

なっていることが確認できる（次頁の【図表 4】を参照）。 
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損失額分布に対数正規分布を仮定し、3 種類のパラメータ推定手法に対して

PP プロット、QQ プロット（※）を描いた結果を示す。 

＜PP プロット＞               ＜QQ プロット＞ 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

※QQ プロットは、 X 軸、Y 軸各々、推定されたパラメータをもとに、推定値、実データの対数

値を平均 0、標準偏差 1 として規格化したものを表示している（以降の QQ プロットも同様）。 

【図表 4】単一の分布を仮定した場合の PP プロット、 

QQ プロットによる適合度評価 

QQ プロットでテール部分を強

調して表示すると、モーメント法

の方が最尤法、最小二乗法よ

りも乖離幅が小さいと分かる。 

損失額 

ボディ部分の適合度合い

は、最尤法、最小二乗法

の方がモーメント法よりも

乖離幅が小さいと分かる。 

テール部分の適合度

合いは QQ プロットで

確認(右図)。 

・ 実ﾃﾞｰﾀ

――推定値

過小評価 

損失額を十分保守

的に評価 

対数正規分布・モーメント法 

0.0 
0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

対数正規分布・最尤法 

0.0 
2 

0.4 
6 

0.8 
0 

0.0

0.

0.

1.

 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

対数正規分布・最小 2 乗法 

0.0 
2 

0.4 
6 

0.8 
0 

0.0

0.

0.

1.

 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

対数正規分布・モーメント法 

-4 
-3 
-2 
-1 
0 
1 
2 
3 
 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

対数正規分布・最尤法 

-3 
-2 
-1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
 7

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

 対数正規分布・最小 2 乗法

-3 
-2 
-1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
 7

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3  4
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このように、全区間に亘り実損データを単一のパラメトリックな分布形に

適合させることが困難な場合、パラメータ推定手法の違いにより、推定され

た分布と実損データの分布が適合する部分、乖離が生じる部分が異なってお

り、結果として算出されるリスク量に大きな差が生じる。 

すなわち、モーメント法を用いた場合、ボディ部分における両分布の乖離

は大きい一方テール部分での適合が良く、ノンパラメトリック手法によるリ

スク量（ベンチマーク）と同等あるいはそれを上回るリスク量が算出された。

これに対し、最尤法、最小二乗法を用いた場合、ボディ部分において両分布

の適合が良い一方、テール部分では大きな乖離が生じ（過小評価となり）、ベ

ンチマークを下回るリスク量が算出された。このことから、特に分布のテー

ル部分における適合状況が、算出されるリスク量に大きな影響を与えること

がわかる。したがって、分布のテール部分における実損データとの適合状況

を確認した上で分布形を仮定し、パラメータ推定手法を選択することが、リ

スク量を算出する上で重要と考えられる。 

リスク量の妥当性という観点から判断すれば、後述のように、リスク量の

計量結果はテール部分に大きな影響を受けるので、このテール部分への当て

はまりのよいパラメータ推定手法が望ましいといえる。本稿で用いたサンプ

ルデータに対数正規分布を仮定する場合、選択するパラメータ推定手法とし

ては、最尤法または最小二乗法よりも、モーメント法が適切であると考えら

れる22。 

しかしながら、仮定した分布とデータの分布形状に大きな乖離がある場合

には、仮にある信頼区間で算出したリスク量がベンチマークと同等の水準で

も、異なる信頼区間で算出したリスク量がベンチマークと同等の水準になる

とは限らない。例えば、分布形に一般化パレート分布を仮定し、パラメータ

推定手法として確率ウェイトモーメント法を選択した場合、算出されるリス

ク量は、信頼区間 99.9%ではベンチマークを上回る一方で、信頼区間 99%で

はベンチマークを大きく下回る。 

そもそも、サンプルデータのボディ部分からテール部分まで、全範囲に亘

り十分に適合するような単一の損失額分布形を見つけることは難しい。これ

                                                  
22 しかしながら、こうしたパラメータ推定手法とリスク量との関係は必ずしも安定的なも

のではなく、実損データの分布状況に依存することには注意が必要である。たとえば、三

菱信託銀行オペレーショナル･リスク研究会[2002]では、最尤法によるリスク量がモーメン

ト法によるリスク量を上回っており、パラメータ推定手法とリスク量の大小関係が逆転し

ている。 
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は、本稿で仮定したどの分布についてもパラメータ推定手法の違いによりリ

スク量に大きな差が出ていることからも確認できる。 

こうした理由から、テール部分への適合を改善するための手段として、次

項では、「合成分布」による分析を試みる。 

（２）損失額分布に「合成分布」を仮定する方法 

＜リスク計量化手法＞ 

ここでは、全区間に亘り実損データを単一のパラメトリックな分布形に適

合させようとした場合の問題点を回避するため、損失額分布をボディ部分と

テール部分に分け、各々に異なる分布形を仮定し、それらを組み合わせて全

体として１つの損失額分布（合成分布）を推定してリスク計量を行うことを

試みた。すなわち、実損データの金額に境界値（閾値）を設け23、その前後

で異なる２つの分布（ボディ部分の分布と、テール部分の分布）を推定し、

これらをまとめて１つの損失額分布（合成分布）を作成した上で、モンテカ

ルロ・シミュレーションを行い、リスク量を算出した。 

具体的な合成分布の作成手順は、以下の通りである。 

① 閾値の設定 

  損失データを昇順に並べた際の 分位点p 24を超える最小損失額を閾値

とおき、閾値未満の損失を低額損失、閾値以上の損失を高額損失とす

る。具体的には、実損データを

)( pT

),...,2,1(, LiLi = とし、以下のように閾値を定

義する。 

を表す。を超えない最大の整数はただし、 xxL

Li
L
ip

L
iLpT

pL

i

][,

,...,2,1,1,)(

]1[ +=

=<≤
−

=
 

② 損失頻度分布の推定 

  損失額分布に単一の分布を仮定した場合と同様に、リスク計測期間（1

                                                  
23 閾値の選択には、本稿で使用したようなパーセント点で設定する方法のほか、ある一定

の金額で決定する方法もある。 
24 本稿では、閾値として 90%（ 9.0=p ）、95%( 95.0=p )、99%( 99.0=p )の 3 種類を仮

定。 
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年間）内に発生する損失件数が従う分布（損失頻度分布）の分布形を推定

する。本稿では、ボディ部分とテール部分に対して共通の損失頻度分布を

仮定する。すなわち、年間の高頻度低額損失と低頻度高額損失の合計発生

件数を とおき、 がポアソン分布に従うと仮定する。 N N

③ 損失額分布の推定 

(i)～(iii)の手順により、損失が発生した場合の 1 件当たりの損失額

が従う分布（損失額分布）の分布形を推定する。 ( NiX i ,...,2,1, = )

(i) ボディ部分の損失額分布の推定 

  ボディ部分の損失額分布（分布関数を とする）を、全ての実損デー

タを用いて推定する

)(xFb

25。 

(ii) テール部分の損失額分布の推定 

  テール部分の損失額分布（分布関数を とする）を、「閾値以上の全

ての実損データの、閾値からの超過額」のデータを用いて推定する。テー

ル部分の分布形については、前項の「単一の分布を仮定する場合」と同様、

対数正規分布、ワイブル分布、一般化パレート分布の 3 種類を仮定し、テー

ル部分のパラメータ推定手法については、最尤法、最小二乗法およびモー

メント法（一般化パレート分布については確率ウェイトモーメント法）の

3 種類の手法を使用する。 

)(xFt

(iii) 分布の合成 

(i)、(ii)で作成した分布を閾値において重なり、隙間が生じないように調

整した上で繋ぎ合わせて、1 つの合成分布（分布関数を とする）を作

成する。 
)(xF

具体的には、ボディ部分の分布関数における閾値 の分位点を)( pT α とし、

（ α=))(( pTFb ）、 の分布関数を以下の通りとする。 )(xF

                                                  
25 本稿では、ボディ部分の損失額分布の分布形、およびパラメータ推定手法については、

閾値をどの点に設定した場合においても分布形の仮定、パラメータ推定手法の選択がリス

ク量に有意な影響を与えていないことが数値的に確認できたため、各々1 種類（対数正規分

布、モーメント法）を選択した。 
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すなわち、ボディ部分の分布については、閾値未満の部分の密度関数の面

積が になるように分布関数の値をスケーリングし、テール部分の分布

については、閾値以上の部分の密度関数の面積が

%100 p
)%1(100 p− になるように分

布関数の値をスケーリングした。 

なお、この方法は、2 つの異なる分布形を繋ぎ合わせて 1 つの分布を構成

するという点において、極値理論（POT手法）26の考え方を取り入れたもの

であるが、厳密な意味で同手法をそのまま適用したものではない。これは、

本稿で用いたサンプルデータでは、閾値を 90%、95%、99%のいずれに設定

しても、閾値以上の高額損失部分において一般化パレート分布への十分な適

合を確認できなかったためである。このため、「閾値を十分大きくとれば、閾

値からの超過金額の分布が一般化パレート分布で近似できる」という定理

（Pickands-Balkema-de Haanの定理）を使う27ことはせず、①閾値の選択

については必ずしも統計的な根拠を求めることなく複数の値を候補として与

え、②テール部分の分布形について一般化パレート分布以外の分布形も仮定

する。極値理論（POT手法）が求める統計的な理由付けが十分満たされない

場合においても、高頻度低額損失と低頻度高額損失では損失発生原因が異な

る28ため、各々に異なる分布形を仮定し、各々の分布に対してパラメータ推

定を行うことは、実務上の 1 つの試みとしては意味があると考えられる。 

合成分布を仮定した場合における、テール部分のパラメータ推定結果は【図

表 5】の通りとなった29。 
 
                                                  
26 脚注 9 を参照。 
27 極値理論（POT手法）を厳密な意味で適用するのであれば、閾値を実損データの下位か

ら %点とした場合、実損データの上位p100 )1(100 p− %以上のデータに対し、それらの

データの閾値からの超過金額が一般化パレート分布に従っているかを確認することが必要

になる。そして、その条件が満たされた場合に対し、①上位 )1(100 p− %以上に対し一般化

パレート分布を仮定し、②残りのデータ（下位 %未満）に対しその他の分布形を仮定

した上で、各々の分布のパラメータを推定した後、これらを閾値において組み合せて 1 つ

の損失分布形として、これを基にしてリスクを計量することとなる。 

p100

28 オペレーショナルリスク管理高度化勉強会[2006]参照。 
29 分布のボディ部分のパラメータは、全ての場合において、対数正規分布、モーメント法

で算出した値（ 47.2,17.2 == σμ ）を使用した。 
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【図表 5】損失額分布に合成分布を仮定した場合における 

テール部分のパラメータ推定結果 

対数正規分布 
テール部分 

モーメント法 最尤法 最小二乗法 

閾値 μ  σ  μ  σ  μ  σ  

90% 5.51 1.98 4.41 1.96 4.41 2.02 

95% 6.49 1.81 5.21 2.19 5.21 2.34 

99% 8.66 1.38 7.72 1.77 7.72 2.19 

ワイブル分布 
テール部分 

モーメント法 最尤法 最小二乗法 

閾値 θ  p  θ  p  θ  p  
90% 106.27 0.267 231.07 0.426 218.11 0.571 

95% 418.59 0.309 560.57 0.419 543.01 0.501 

99% 6864.16 0.478 6018.15 0.477 7020.14 0.420 

一般化パレート分布 
テール部分 

確率ｳｪｲﾄﾓｰﾒﾝﾄ法 最尤法 最小二乗法 

閾値 β  ξ  β  ξ  β  ξ  

90% 130.80 0.925 44.16 2.40 62.91 1.36 

95% 380.68 0.888 74.69 2.93 151.09 1.54 

99% 5334.73 0.643 567.35 2.99 1355.95 1.30 

＜リスク計量結果＞ 

合成分布を用いた場合の 99%、99.9%信頼区間のリスク量は【図表 6】の

とおりである。単一の分布を用いた場合と同様、ベンチマークとしたノンパ

ラメトリック手法によるリスク量を表中に記入している。なお、一般化パレー

ト分布を仮定し、最尤法によりパラメータ推定を行った場合、リスク量が巨

大な値となったため、結果の記載を省略した。ちなみに、この結果を、同分

布を確率ウェイトモーメント法でパラメータ推定した場合のリスク量と比較

したところ、99%信頼区間で 1,000 倍以上、99.9%信頼区間で 10,000 倍以上

のリスク量となった。これは、一般化パレート分布の形状パラメータの推定

値が 1 を超えた（極めて裾の厚い分布形が推定された）ことが原因と考えら

れる30。 

                                                  
30 なお、一般化パレート分布のパラメータとその特徴については【補論 2】(1)を参照。 
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（条件） 

・データ：サンプルデータについて、データの高額損失部分（90%、95%、99%点以上）をテール部分

と仮定する。 

・テール部分（分布形）対数正規分布、ワイブル分布、一般化パレート分布 

（パラメータ推定手法）モーメント法（一般化パレート分布の場合、確率ウェイトモーメ

ント法）、最尤法、最小二乗法 

・ボディ部分（分布形）対数正規分布 

（パラメータ推定手法）モーメント法 

・シミュレーション回数：10 万回 

 

 

 
  99%信頼区間で推定 99.9%信頼区間で推定 

閾値 閾値 テール

部分の

分布形 

パラメータ 

推定手法 90% 95% 99% 
単一 

分布 
90% 95% 

単一 
99% 

 

分布 

モーメント法 93.1 100.9 120.4 74.9 297.7 316.1 314.0 272.6

最尤法 29.7 76.9 107.9 2.5 92.0 300.2 395.0 4.4

対数正

規分布 

最小２乗法 35.5 115.9 262.2 1.8 114.8 527.0 1,412.2 2.8

モーメント法 120.7 126.2 140.1 105.8 346.2 328.7 318.9 351.7

最尤法 22.8 41.3 124.1 3.9 40.2 80.7 284.9 5.0

ワ イ ブ

ル分布 

最小２乗法 9.1 22.2 213.1 1.6 13.1 37.7 563.1 1.8

確率ウェイト 

モーメント法 

61.1 77.1 120.0 26.8 453.4 556.0 505.6 255.4

最尤法 ━ ━ ━ 54.1 ━ ━ ━ 686.1

一般化

パ レ ー

ト布 

最小２乗法 345.4 782.5 257.6 1.8 7,513.0 22,953.3 4,396.5 5.5

ノンパラメトリック手法 100.0 189.4

 

 

・リスク量（単一分布、ノンパラメトリック手法、99%信頼区間で算出した値を 100 とした相対値） 

境界点 90% 95% 99%     

境界点の値 0.04 0.10 0.85     

ボディ部分のデータ数 696 735 766     

テール部分のデータ数 78 39 8     

 

 

リスク量の 
差が小さい 

【図表 6】損失額分布に「合成分布」を仮定した場合のリスク量 

99%信頼区間：モーメント法と同
レベル、 
99.9%信頼区間：モーメント法は
ノンパラメトリック手法の 1.5 倍
程度 
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前項で分析した単一の分布を用いた場合のリスク量と比較すると、合成分

布を用いた場合、分布形の仮定、パラメータ推定手法の選択によるリスク量

の差異は、閾値の選択に依らず小さくなっていることが確認できた。その中

でも、パラメータ推定手法をモーメント法とした場合、他のパラメータ推定

手法を選択した場合と比較して分布形の仮定によるリスク量の差異が小さく

なることが確認できた。 

一方、閾値の選択とリスク量の関係をみると、一部の場合を除き、閾値を

大きくするとリスク量が高額になる傾向がみられた。これは、閾値を大きく

すると、その値を超えるデータの数が少なくなり、上位数個の高額損失デー

タのパラメータ推定への影響が大きくなった結果と考えられる。 

こうした中、モーメント法によりパラメータ推定を行った場合、閾値の選

択によるリスク量の差異も小さくなる傾向がみられた。すなわち、対数正規

分布およびワイブル分布を仮定し、モーメント法によりパラメータ推定を行

った場合、閾値の選択によるリスク量の差異は小さいが、最尤法、最小二乗

法によりパラメータ推定を行うと、その差異が大きくなる。また、一般化パ

レート分布を仮定し、確率ウェイトモーメント法によりパラメータ推定を行

った場合、閾値の選択によるリスク量の差異は小さいが、最小二乗法により

パラメータ推定を行った場合、その差異がかなり大きい。 

＜計量結果の評価と考察＞ 

合成分布を用いたリスク計量化手法は、単一の分布によるリスク計量化手

法に比べ、分布形の仮定やパラメータ推定手法の選択によるリスク量の差異

が小さいという点で、より優れた方法であると評価できる。 

さらに、テール部分の分布形として対数正規分布およびワイブル分布を仮

定し、モーメント法によりパラメータ推定を行った場合、算出されるリスク

量は 99%信頼区間においてベンチマークとほぼ同程度、99.9%信頼区間にお

いてもベンチマークの約 1.5 倍となっており、ベンチマークと概ね同程度の

リスク量が算出された。 

一方、一般化パレート分布を仮定し、最尤法を用いる場合においては、前

述のとおりノンパラメトリック手法の 10,000 倍以上にのぼる巨大なリスク

量が算出された。単一の分布を仮定した場合と同様に、合成分布を用いても、

パラメータ推定手法の選択によるリスク量の差異が大きくなる場合があり、

特に一般化パレート分布を仮定する場合は注意が必要である。 

次に、合成分布の適用、パラメータ推定手法について、90%点を閾値とし、
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対数正規分布を仮定した場合を例に、単一の分布形を仮定した場合と同様に

PP プロットおよび QQ プロットを用いて分析を行った（【図表 7】～【図表

9】を参照）。 
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モーメント法では、（リスク量に与える影響力が大きい）最上位のデータにおける

乖離幅が最尤法、最小二乗法の場合よりも相対的に小さいことが確認できる。 

       ＜PP プロット＞                   ＜QQ プロット＞ 

（ボディ部分も含めた全区間）             （テール部分のみ※） 

対数正規分布・モーメント法

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

対数正規分布・最尤法

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

対数正規分布・最小2乗法

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

対数正規分布・モーメント法

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-3 -2 -1 0 1 2 3

対数正規分布・最尤法

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-3 -2 -1 0 1 2 3

対数正規分布・最小2乗法

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-3 -2 -1 0 1 2 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

※閾値を超えるデータについて、「閾値からの超過額をもとに推定された分布上の推定値」と、

「実データの閾値からの超過額」の乖離状況を表示したもの（図表 9の合成分布のQQプロッ

トも同様）。 

 

――推定値

・ 実ﾃﾞｰﾀ

乖離幅大

乖離幅大

乖離幅小

PP プロット、QQ プロットによる適合度評価 
【図表 7】合成分布を仮定した場合（閾値：90％点）の 
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90％以上の部分のみに限定してみると、合成分布を適用することにより、単一

分布を用いた場合と比較して、どのパラメータ推定手法を用いた場合でも、適合

度合いが向上していることが分かる。 

 

単一分布                      合成分布適用 

     （対数正規分布を仮定）                  （ボディ部分、テール部分双方に 

ついて対数正規分布を仮定） 

 

 

 

【図表 8】テール部分（90％以上の点）における PP プロットによる適合度の比較 

・ 実ﾃﾞｰﾀ

――推定値

対数正規分布・モーメント法 
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対数正規分布・最尤法 
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対数正規分布・最小 2 乗法 
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対数正規分布・最尤法 
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0.96 

 

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00 

 対数正規分布・最小 2 乗法

1.00 
0.98 
0.96 
0.94 
0.92 
0.90 

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00 
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合成分布を適用した場合の適合度合いについて、さらに QQ プロットにより比較

した。パラメータ推定手法の違いによる、分布の右端部分の適合状況の違いが確

認できる。 

単一分布（ボディ部分も含めた全区間）          合成分布（テール部分のみ） 

 

 

 
 

対数正規分布・モーメント法（テール部分） 
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対数正規分布・最尤法（テール部分） 

-4 
-2 
0 
2 
4 
6 
8 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 
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 テール部分 

 テール部分 

 テール部分 

――推定値

・ 実ﾃﾞｰﾀ

【図表 9】テール部分（90％以上の点）における QQ プロットによる適合度の比較 
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① 合成分布の適用 

90%点以上の範囲をみると、どのパラメータ推定手法を用いた場合でも、

合成分布を用いることにより、単一の分布を用いる場合と比較して推定され

た分布の実損データに対する適合度合いが改善している。このことは、パラ

メータ推定手法の選択によるリスク量の差異が小さくなっている点にも表れ

ている。 

② パラメータ推定手法 

仮定する分布形の違いによるリスク量算出結果の差異は、モーメント法を

用いる場合に、最尤法、最小二乗法を用いる場合よりも小さくなっている。

これは、 (i)単一の分布を仮定した場合と同様、合成分布を仮定した場合にお

いても、モーメント法を用いた場合には、最尤法、最小二乗法を用いた場合

に比べ、閾値以上の高額損失部分における推定された分布と実損データの分

布の乖離幅が小さくなっていること、そして(ii)リスク量が、分布の全体から

同程度に影響を受けるのではなく、分布のテール部分から大きな影響を受け

るということ、によるものと考えられる。また、両分布の乖離幅は仮定する

分布形により異なり、その影響がリスク量の差異に現れていると考えられる。 

したがって、本稿で用いたサンプルデータに関して言えば、損失額分布の

パラメータ推定には、「ボディ部分の適合が良い最尤法、最小二乗法」よりも、

「テール部分の適合が良いモーメント法」を選択することが相対的に適切で

あるということになる。 

＜留意点＞ 

 最後に、合成分布を仮定する場合に重要となる、①閾値の選択、②一般化

パレート分布を使用する場合の留意点等について考察する。 

① 閾値の選択 

本稿の計算手法において、合成分布の閾値を統計的に選択する有効な方法

を見出すことはできなかった。そこで、これに代わる方法を考察すると、リ

スク量の安定性という観点、すなわち、今後の損失発生に伴い生じ得る実損

データの変化が、算出されるリスク量に与える影響を極力抑える、という観

点から閾値を選択することが考えられる。すなわち、今後の実損データの追

加または削除により、閾値のパーセント点を一定に保っても閾値の金額が変

化する可能性があり、その際、算出されるリスク量が大きく変化しないよう

に閾値を選択するという方法である。仮に、データの収集期間やデータ数が
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十分であれば、使用するデータの期間を少しずつずらして、その際のリスク

量の変化を評価することにより、適切な閾値を決定することも考えられる。

しかしながら、本稿で用いたサンプルデータのようにデータの収集期間、お

よびデータ数が必ずしも十分でない場合には、たとえば、設定する閾値のパー

セント点を変えることにより、異なる金額の閾値のもとでリスクを計量し、

リスク量の変化が過度に大きくならないようにする、といった方法も考えら

れる。 

具体的には、①閾値の変化に対してリスク量が大きく変化しないようなパ

ラメータ推定手法を選択し、②そのもとで、(i)異なる閾値を与えて算出され

るリスク量を観測し、(ii)リスク量が大きく変化しないような閾値の範囲を特

定した上で、(iii)その範囲の中から選択する閾値を決定する、といった方法

である。 

例えば本稿の例では、①パラメータ推定手法としてモーメント法を選択し、

②90%、95%、99%の 3 点を閾値としてリスクを計量したが、【図表 10】の

ように、更に細かい区分で閾値を与えてリスクを計量し、リスク量の差31が

なるべく小さくなるような範囲の中から閾値を採用することも考えられる。

すなわち、以下の例では 92%点（信頼区間 99.0%の場合）、93%点（信頼区

間 99.9%の場合）を閾値として選択することになる。 

                                                  
31 ここでは差を、閾値を p %とした時のリスク量を として、 pC

( )pppp CCCC −+− +− 112
1

 

としている。 
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【図表 10】閾値を段階的に与えた場合のリスク量 

信頼区間 

99.0% 99.9% 閾値（%） 

リスク量 差 リスク量 差 

90 93.1   297.7   

91 94.5 1.2 307.3 9.1 

92 95.5 1.1 298.8 5.8 

93 96.7 1.4 295.6 2.0 

94 98.4 2.1 296.5 10.2 

95 100.9 2.7 316.1 10.3 

96 103.8 2.3 317.1 7.3 

97 105.5 3.2 303.6 18.5 

98 110.2 7.5 327.1 18.3 

99 120.4   314.0   

（注１）リスク量は、ノンパラメトリック手法、99%信頼区間で算出した値を 100 とした相対値 

（注２）テール部分の分布形：対数正規分布 

（注３）パラメータ推定手法：モーメント法 

（注４）閾値：90%～99%の範囲において 1%刻みで設定 

（注５）シミュレーション回数：10 万回 

② 一般化パレート分布を使用する場合の留意点 

 損失額分布に一般化パレート分布を適用する場合には、最尤法および最小

二乗法を用いてパラメータ推定した場合のように、実損データの分布形状に

よっては巨大なリスク量が算出される可能性がある。このため、一般化パレー

ト分布が「統計的な理由付け32」、「分布形の適合」という両面で適切と判断

された場合においても、実損データの内容の変化に伴い巨大なリスク量が算

出される可能性があることに十分注意することが必要と考えられる。 

                                                  
32 平均超過プロット（森本[2000]を参照）等の統計的手法により、閾値を超える部分のデー

タの閾値からの超過額が一般化パレート分布に従っていることが確認される場合等が考え

られる。 
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６．まとめ 

本稿では、金融機関のオペリスク損失データを集めて作成したサンプル

データに対し、損失分布手法（パラメトリック手法）を前提に、分布形およ

びパラメータ推定手法の組合せによりオペリスク量を算出し、それぞれの計

量化手法の長所、短所を比較してきた。本節では、オペリスク計量化に関す

る、より実務に即した考察や残された課題をまとめる。 

まず、本稿の分析によって明らかになった点を整理する。第一に、計量化

手法を選択する際に、様々な分布形の仮定およびパラメータ推定手法の組合

せによりリスク量の試算を行い、その差異を分析することで、仮定した損失

額分布の実損データへの適合性に関する情報が得られる。すなわち、パラメー

タ推定手法の選択によって、算出されるリスク量が大きく異なる場合、仮定

した損失額分布が実損データに適合していないことが示唆される。第二に、

対数正規分布と比較してファットテール性が強いような実損データに対して

合成分布を適用したところ、単一の分布を当てはめる場合に比べ、実損デー

タへの適合性が大きく改善する。 

一方、本稿の分析に関する今後の課題としては、次の 3 点が挙げられる。

第一に、損失分布手法によるオペリスク計量化手法について、損失額分布の

推定手法に絞って議論してきたが、本稿で使用した実損データについて、一

般に最適といえるような分布形、パラメータ推定手法を合理的に見出すまで

には至っていない。第二に、合成分布を用いたリスクの計量化において、算

出結果の安定性という観点から閾値の設定方法を提案したが、ボディ部分と

テール部分の閾値を統計的に説明力のある形で設定することは、実務上は容

易ではない。第三に、99%、99.9%という高い信頼区間でリスク量を推定す

るためには、ほぼ 100 年に 1 回、1,000 年に 1 回しか発生しないような低頻

度高額損失データが必要である33が、本稿のように実損データのみを用いて

計量する場合に、そのようなデータを確保することは、現実問題として難し

い34。 

                                                  
33 これは、「（設定する）信頼水準」と「リスク量に影響を与える損失額分布の範囲（どの

程度稀にしか発生しないような高額損失事例まで考慮すべきか）」の関係（詳細は、【補論 1】
を参照）から導かれる。この結果から判断すれば、本稿でベンチマークとして用いた「ノ

ンパラメトリック手法による計量結果」が過小評価になっている可能性が否定できないと

考えられる。 
34 なお、この点に対応するためには、実際に金融機関でも行われているように外部データ

やシナリオ分析によるデータの補完が重要になる。 
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最後に、本稿の中で議論されなかった今後の課題となる重要な論点として

以下の 3 点を挙げる。 

①シナリオ分析によるデータを導入した計量モデルは、実損データには含

まれていないような低頻度高額損失データを補うために有効な方法であるが、

特に低頻度高額損失のケースにおけるシナリオの網羅性をどのように確保す

るか。 

②イベントタイプやビジネスライン35別など、リスク計量単位の選択基準

をどのようにして合理的に定めるか、またそれら計量単位間の相関関係をど

のようにリスク量へ反映させるか36。 

③時間変化に対するリスク量の安定性をどのように確保するか37。 

以上のように、オペリスクの計量化の分野には、引続き多くの課題が残さ

れている。私共としては、今後とも本分野における実証分析、研究、意見交

換を継続していきたいと考えている。本稿をもとに、こうした議論が活発化

していくことを期待している。 

                                                  
35 脚注 8 参照。 
36 金融機関のオペリスク特性は、ビジネスライン、イベントタイプごとに異なりうるとい

う観点から、損失データをビジネスライン、イベントタイプに分けて、より細かい計量単

位でリスク量を計量している例も存在する。しかしながら、計量単位間の相関関係や依存

関係のモデル化は、未だほとんど実用化されていないのが現状である。 
37 時間の経過に伴い、金融機関の実損データが変化していく中、オペリスク計量化モデル

が仮定する損失額分布が実損データに適合しなくなること等が考えられるが、モデルの継

続的な使用可能性をどのように検証するかについて、必ずしもコンセンサスが得られてい

るわけではない。 
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【補論１】「リスク計量における信頼区間」と「リスク量に影響を与える損失データの

範囲」の関係について 

ここでは、まず(1)でリスク量を算出するために必要な損失データの範囲に

ついて示した上で、ノンパラメトリック手法による計量結果が過小評価とな

る可能性について述べる。このことを、まず①で、簡単なノンパラメトリッ

ク手法による例を基に、「（設定する）信頼区間」と「リスク量に影響を与え

る損失額分布の範囲（どの程度稀にしか発生しないような高額損失事例まで

考慮すべきか）」との関係を導くことにより示す。さらに②で、同様の関係が

一般に損失分布手法において成立することを解析的に示す。 

その後、(2)でモンテカルロ･シミュレーション（以下「シミュレーション」）

を行わず、解析的近似解によりオペリスク量を推定する方法を紹介し、最後

に(3)で解析的近似解とシミュレーション結果を比較し、評価する。 

（１）「信頼区間」と「リスク量に影響を与える損失額分布の範囲」の関係 

①単純化した数値例による説明 

以下で示す例では、2 種類の損失事例（低頻度高額損失、高頻度低額損失）

からなる損失データに対して、幾つかの信頼区間においてリスク量を計算し

た。具体的には、(i)100 年に 1 回、(ii)1,000 年に 1 回という発生頻度の低い

高額損失事例を含むサンプルデータに対し、ノンパラメトリックな損失額分

布を持つモデルを設定し、シミュレーションによりリスク量を計算した38。 

（モデルの構成） 

(i)高額損失が 100 年に１回の頻度で発生する場合 

単純化のため、当該高額損失以外は全て低額損失とし、その発生頻度を 100
（回/年）とする。また、高額損失、低額損失、各々の損失額を、100,000、
1 とする。このとき、100 年間に、高額損失が 1 回、低額損失が 10,000 回発

生することから、損失頻度分布（ポアソン分布）のパラメータ（年間平均損

失発生件数）は、 

01.100=λ  

となる。また、損失額を与える関数 X を、各損失事例の構成比率により以下

のように定義する（ここで は確率、p 10 << p ）。 

                                                  
38 なお、シミュレーションでこの結果を確認するためには、十分な試行回数が確保されて

いることが必要である。 
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(ii)高額損失が 1,000 年に１回の頻度で発生する場合 

高額損失の発生頻度（1,000 年に 1 回とする）および損失額（1,000,000
とする）以外は①と同一とすれば、①と同様に、1,000 年間に高額損失が 1
回、低額損失が 100,000 回発生することから、損失頻度分布（ポアソン分布）

のパラメータ（年間平均損失発生件数）は、 

001.100=λ  

となる。また、損失額を与える関数 X を、各損失事例の構成比率により以下

のように定義する。 
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以上の前提で、99%、99.1%、99.9%、99.91%の 4 種類の信頼区間におい

てリスク量を算出した結果を【図表 A】に示す。 

【図表 A】計量結果（リスク量の比較） 

  低頻度高額損失の発生頻度 

    (i)100 年に 1 回 (ii)1,000 年に  1 回

99.00% 138 124

99.10% 100,086 125

99.90% 100,114 149
信頼区間 

99.91% 1,000,088100,115

                           (シミュレーション試行回数：10 万回）  

この結果から、99%、99.9%信頼区間より僅かに大きい信頼区間（99.1%、

99.91%）でリスク量を求める場合、各々、100 年に 1 回、1,000 年に 1 回発

生するような高額損失事例までリスク量に反映されていることがわかる。こ

のことから、99%、99.9%信頼区間でリスク量を求めるような場合、各々100
年に 1 回、1,000 年に 1 回に極めて近い高額損失事例までリスク量に反映さ

れていると考えられるため、こうした高額損失事例まで、損失データとして

考慮する必要があると考えられる。 

次に、上記シミュレーションにおいて導かれた「信頼区間」と「リスク量

に影響を与える損失額分布の範囲」の関係について、解析的に評価する。 
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②信頼区間と高額損失データに求められる発生頻度の解析的な関係 

①において、100 年に 1 回、1,000 年に 1 回発生する損失事例を基に、「信

頼区間」と「リスク量に影響を与える高額損失データの発生頻度の範囲」の

関係を数値的に確認したが、ここでは、その関係を解析的に示す。 

一般化のため、高額損失（損失額 ）の発生頻度を 年に 1 回（ ）、

低額損失（損失額 ）の発生頻度を 1 年に 回（ ）として問題を

定式化する

NL N 1>N

)1(1 NL< m 1>m
39。このとき、年間平均損失発生件数（λ）、および、 年分の全

損失データに対する高額損失データの比率（

N
R ）は以下の式で定義できる。 

)1(10,1,1
><<=+= λ

λ
λ NR

N
R

N
m Q  

また、損失額を与える関数 X を、各損失事例の構成比率により以下のよう

に定義する。 

⎩
⎨
⎧

<≤−

−<≤
=

11,
10,1

)(
pRL

Rp
pX

N（高額損失額）

（低額損失額）
 

このとき、年間総損失額に高額損失データが少なくとも 1 個含まれる確率

は以下のように計算することができる（なお、 はポアソン分布の確率

分布）。 

P )(xPλ

!
)(,})1(1){(

0 x
exPRxPP

x

x

x λλ
λλ

−∞

=

=−−= ∑  

ここで、この確率 の大きさは、年間平均損失発生件数（P λ）とは無関係

に、高額損失の発生頻度のみに依存する以下の不等式で評価できる（証明は

                                                  
39 極めて小さい確率ではあるが、「低額損失のみで構成される年間総損失額が、高額損失額

以上となる確率 」が存在する。そこで、この確率 が十分小さくなるように高額損

失額を設定する。具体的には、推定されたポアソン分布から、確率 を評価し、その確

率と、高額損失が少なくとも 1 個含まれる確率 （

)( sP )( sP
)( sP

)(P NN P 1
1

1 <<+ と評価される。証明は

P.36-P37 を参照）の合計が N
1 より小さくなるように高額損失額 を決定する。このよう

に設定することにより、高額損失データの発生頻度が 年に 1 回の場合、年間総損失額が

高額損失額以上になる確率

NL
N

)( sN PPP += を、 NNN PP 1
1

1 <<<+ と評価できる。 
また、高額損失額 は、発生頻度が低くなるほど損失額が高額になるように決定する

（ は、 （高額損失の発生頻度の逆数）に関する増加関数となるように決定する）。 
NL

NL N
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後述）。 

N
P

N
1

1
1

<<
+

 

これにより、脚注 39 で示した条件のもとでは、高額損失データの発生頻度

が 年に 1 回の場合、年間総損失額が高額損失額以上となる確率 は年間

平均損失発生件数とは無関係に、

N )( NP

NNN P 1
1

1 <<+ と評価できる。同様に、高額損

失データの発生頻度が 年に 1 回の場合、同確率 は、)1( −N )( 1−NP 1
1

1
1

−− << NNN P

と評価できる。 

これらの式から、 

)1(1111 11 −− <<−<−<− NNNN P
N

PP
N

P  

の式が導かれる。 

これは、 %100)1( 1 ×− N 信頼区間で推定されるリスク量は、 年に 1 回の

高額損失額を超えるが、N 年に 1 回の高額損失額以上にはならないことを示

しており、同信頼区間で推定されるリスク量は、

)1( −N

)1( −N 年に 1 回の高額損失

額と 年に 1 回の高額損失額の中間にあると考えられる（下図を参照）。 N

0 1

N-1年に1回発生する

ような高額損失データ

N年に1回発生するよう

な高額損失データ

リスク量が高額損失額未満（確率 ）

11 −− NP NP−1

リスク量が高額損失額未満（確率 ）

N
11−

<確率（信頼区間）>

リスク量が高額損失額以上

（確率 ）

リスク量が高額損失額以上

（確率 ）11 −− NP

NP−1
NP

1−NP

%100)11( ×−
N

信頼区間のリスク量は、 N-1年に1回発生するような高額損失額以上、

N年に1回発生するような高額損失額未満の値となる。

0 1

N-1年に1回発生する

ような高額損失データ

N年に1回発生するよう

な高額損失データ

リスク量が高額損失額未満（確率 ）

11 −− NP NP−1

リスク量が高額損失額未満（確率 ）

N
11−

<確率（信頼区間）>

リスク量が高額損失額以上

（確率 ）

リスク量が高額損失額以上

（確率 ）11 −− NP

NP−1
NP

1−NP

%100)11( ×−
N

信頼区間のリスク量は、 N-1年に1回発生するような高額損失額以上、

N年に1回発生するような高額損失額未満の値となる。
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したがって、① %100)1( 1 ×− N 信頼区間でリスク量を推定する場合、少なく

とも 年に 1 回の頻度で発生する高額損失事例まで考慮することが必

要であること、②発生頻度が 年に 1 回以下の高額損失事例を考慮しても

リスク量には織り込まれないことが分かる。なお、③

)1( −N

N

)1( −N 年に 1 回から

年に 1 回の間の頻度で発生する高額損失事例は、リスク量に含まれる可能性

があるため、リスク量の推定にあたって、考慮する必要がある（②とあわせ

れば、 年に 1 回発生する高額損失事例まで考慮すれば十分である）

N

N 40。 

これは、例えば、99%、99.9%信頼区間でリスク量を推定する場合、発生

頻度が各々、99 年に 1 回、999 年に 1 回の高額損失事例まで考慮すること

が少なくとも必要で、発生頻度が各々100 年に 1 回、1,000 年に 1 回以下の

高額損失事例はリスク量に影響を与えないことを示している。これは、【図

表 A】に示した計量結果とも整合的である。 

一般に、金融機関では、このような高額損失事例の発生データが蓄積され

ていない可能性が高い。したがって、実損データのみを用いてノンパラメト

リック手法によりリスク量を算出する場合、特に、99.9%以上の信頼区間で

リスク量を算出する場合は、その値が過小評価になっている可能性が考えら

れる。 

＜不等式 )1(1
1

1 NP NN <<<+  の証明＞ 

NeR
x

eR
x

eP
x x

x
x

x

x
x 1

1)1(
!

})1(1{
! 0 00

−
∞

=

∞

=

−∞

=

−

−=−−=−−= ∑ ∑∑ λλ λλ

 

(i) NP 1< の証明 

NN e
N

e
N

P
N

NH
11

11)1(11)( −− +−=−−=−=  

とおく。以下、 を証明する。 0)( >NH

)11(111)( 1

1

222
N

N

eN
e

NN
NH −−=+−=′ −

 

ここで、 )1(1
1

Ne N <> より、 0)( <′ NH  

                                                  
40 これは、リスク量を表す指標としてVaRを採用した場合に成り立つが、リスク量として

その他の指標（例：期待ショートフォール）を用いた場合は、より発生確率が低い高額損

失事例がリスク量に大きな影響を与えることもある。 
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また、 )1lim(0)(lim,011)1(
1

11 ==>=+−= −

∞→∞→

− NeNHeH
NNe Q  

従って、  )1(0)( NNH <>

N
R

x
eP

x

x
x 1})1(1{

!0
<−−=∴ ∑

∞

=

− λλ
 

が証明された。 

(ii) PN <+1
1 の証明 

NN e
NN

e
N

PNG
11

1
1

1
1

1)1(
1

1)( −− −+
+

−=
+

−−=
+

−=  

とおく。以下、 を証明する。 0)( >NG

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−

+
=−

+
=′ −− NN e

NN
e

NN
NG

11 2
222 )11(1

)1(
11

)1(
1)(  

上式右辺の下線部分について、 

NeNg N

121 )1(1)( −+−= とし、 Nt 1= とおけば )10( << t 、 

)10(0)1()(
)1(1)(

2

2

<<<−−=′∴

+−=
−

−

ttetg
ettg

t

t

Q
 

したがって、 )1(0)( NNG <<′  

また、 0)(lim,0)1( 1
2
1 =>−=

∞→
NGG

Ne より、 )1(0)( NNG <>  

PR
x

e
N x

x
x

=−−<
+

∴ ∑
∞

=

−

0

})1(1{
!1

1 λλ  

が証明された。 

以上、(i)、(ii)により、 )1(1
1

1 NP NN <<<+ が証明された。     ■ 

③信頼区間と、リスク量に影響を与える損失額分布の範囲の関係 

このような「信頼区間」と「高額損失データに求められる発生頻度の関係」

は、①および②の例のような特殊な場合（2 種類の損失額のみを仮定したノ

ンパラメトリック手法）のみに限定されるものではなく、一般に損失分布手

法に当てはまるものである。すなわち、信頼区間 %100)1( 1 ×− N で年間ベース

のリスクを計量する場合には、損失額分布において、少なくとも下から

%100)1( )1(
1 ×− − λN 点まで正確に見積もることが必要で、上から数えて
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%1001 ×λN 点まではリスク量に影響を与えないと言える（【図表B】参照）41,42。 

【図表 B】リスク量に影響を与える損失額分布の範囲（イメージ図） 

確率密度

損失額

λN
R 1
=

損失額分布の右側部
分の面積

リスク量に

影響を与えない部分
リスク量に影響を与える可能性がある部分
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損失額分布
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確率密度

損失額

λN
R 1
=

損失額分布の右側部
分の面積

リスク量に

影響を与えない部分
リスク量に影響を与える可能性がある部分

)11(1

λN
F −−)

)1(
11(1

λ−
−−

N
F

常に リスク量に影響を与える部分)%1(100 1
N−

損失額分布

)%1(100 1
N−

)%1(100 1
N−

 

 

 

 

 

 

 

 

（2）解析的近似解によるオペリスクの計量 

前項では、信頼区間、損失発生頻度との関係から、リスク量を算出する際

に影響を与える損失額分布の範囲を特定したが、類似の考え方で、損失額分

布のある 1 点（1 個の損失額）でリスク量を近似する方法が研究されている

（Böcker and Klüppelberg [2005]）。本論文によれば、損失額分布の分布関

数がサブエクスポネンシャル性を満たす43とき、信頼区間 α100 %、年間平均

                                                  
41 ２種類の損失額のみを仮定した①および②の例と同様、「高額損失（【図表B】における損

失額分布の右側部分<上から λN
1 の部分>）が少なくとも1個含まれる場合の年間総損失額が、

高額損失を 1 個も含まない場合の年間総損失額より小さくなる確率」が十分小さい場合、

こうした評価が可能となる。 
42 もっとも、パラメトリック手法の場合、リスク量に影響を与える損失額分布の範囲が特

定されたとしても、損失額分布のパラメータ推定を行うために必要なデータがその範囲に

限定されるわけではなく、それより高額の損失データも使用して、パラメータ推定するこ

とが必要である。 
43 分布関数がサブエクスポネンシャル性を満たすとは、分布関数 )(⋅F およびその 重たた

み込み が、 
n

*)( nF ⋅

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
>=−≥=

−
− ∑

=
∞→

n

i
i

n
n

x
xXxFnn

xF
xF

1

*
*

Pr)(12,
)(1

)(1lim ここで、  

を満たすことをいう。すなわち、 x が十分大きいとき、「総損失額（リスク量）の値が x を

超える確率（同一の損失額分布から独立に 回抽出した際の損失額の合計値がn x を超える確
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損失発生件数λのリスク量 )(αVaR は、損失額分布の分布関数 を用いて、 F

)11()( 1

λ
αα −

−= −FVaR  

で近似できることが示されている。 α−= 1
1Nここで、 とおけば、上式は 

)11()( 1

λ
α

N
FVaR −= −  

となる。これは、 を高額損失の発生頻度の逆数とすれば（すなわち、(1)
で定めたように高額損失が 年に 1 回発生するとすれば）、リスク量が、損

失額分布の上から

N
N

λN
1 の分位点における損失額で推定できること、たとえば、

99%、99.9%信頼区間でリスク量を近似計算する場合、各々（ノンパラメト

リックな分布を仮定した場合の）100 年に 1 回、1,000 年に 1 回発生するよ

うな損失事象の損失額のみで推定できることを示している。 

このように、同論文は、信頼区間が十分大きく、また、損失額分布がサブ

エクスポネンシャル性を満たす場合には、(1)で示した「リスク量に影響を与

える損失額分布の範囲」の上限値そのものが、リスク量の近似解とみなせる

ことを主張している。 

これは、シミュレーションによるリスク量推定においても、信頼区間が十

分大きく、損失額分布がサブエクスポネンシャル性を満たす場合には、テー

ル部分（とくに、上記上限値の周辺部分）が推定結果に大きな影響を与え、

極めて重要である（一方、それ以外の部分の影響度は小さい）ことを示唆し

ている。 

（3）解析的近似解とシミュレーション結果の比較 

最後に、Böcker and Klüppelberg [2005]が提案した解析的近似解で求めた

リスク量の近似精度を、本稿でシミュレーションにより算出したリスク量を

基準として評価すると（次頁の【図表 C】を参照）、以下の点が確認できる。 

まず、一般に、同一の分布形を仮定した場合、算出されるリスク量が高額

                                                                                                                                                  
率）」は、「その損失額分布から 1 回抽出した損失額が x を超える確率」の 倍で近似できる

ことをいう。詳細は、Embrechts et al. [1997]を参照。 
n

なお、本稿で損失額分布のパラメトリックな分布形として採用した対数正規分布、ワイ

ブル分布、一般化パレート分布（形状パラメータξ が正の場合）はいずれもサブエクスポネ

ンシャル性を満たしている。 
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になるに従い、解析的近似解の精度が良くなる(乖離率が小さくなる)傾向に

ある。これは、推定された分布のファットテール性が相対的に強い場合、VaR
の近似式の精度が高く、ファットテール性が相対的に弱い場合、VaRの近似

式の精度が低くなる44ためと考えられる。 

また、全ての場合において、解析的近似解はシミュレーション結果よりも

小さい値となっており、解析的近似解は推定された損失額分布から算出され

るべきリスク量に対して過小なリスク量となっている可能性がある。 

このように、解析的近似解は推定された分布のファットテール性が相対的

に弱い場合、近似精度が悪化すること、また、同近似解は過小なリスク量と

なっている可能性があることが分かる。以上の点を踏まえると、解析的近似

解を利用する際には、十分な近似精度が確保できていることを確認した上で、

オペリスク量として用いることが妥当であると考えられる。 

                                                  
44 解析的近似解を用いる場合、計算される総損失額の値( x )において、脚注 43 で示した以

下の近似式が成立していることが前提となる。 

2,
)(1

)(1 *

≥=
−
− nn

xF
xF n

 

脚注 43 のとおり、本稿で用いた損失額分布の推定に用いたパラメトリックな分布形は、

いずれもサブエクスポネンシャル性を満たしており、 ∞→x のとき上記の近似式が成立す

ることは保証されているが、総損失額の値 x の周辺で成立することが保証されているわけで

はない。 

すなわち、「総損失額（リスク量）の値が x を超える確率（同一の損失額分布から独立に

回抽出した際の損失額の合計値が

n
x を超える確率）」が、「その損失額分布から 1 回抽出し

た損失額が x を超える確率」の 倍で近似できなくなる可能性、例えば、「損失額分布から

抽出した n 個の損失額が全て

n
x 以下であるにも拘らず、総損失額（リスク量）が x を超える

確率」が無視できなくなる可能性がある。 

こうした可能性は総損失額（リスク量）が相対的に低額の場合（推定された損失額分布

のファットテール性が相対的に弱い場合）、より高くなると考えられる。従って、ファット

テール性が相対的に弱い場合、解析的近似解の精度が低下すると考えられる。 

 
40



【図表 C】シミュレーション結果と解析的近似解との比較 
 

 ｼﾐｭﾚｰｼｮﾝ結果

（本文【図表３】 解析的近似解45

 参照） 

乖離率46
 分布 

ﾊﾟﾗﾒｰﾀ 

信頼区間 

分布形 
 パラメータ 

推定手法 

99.0% 99.9% 99.0% 99.9% 99.0% 99.9% 
尺度 形状

モーメント法 62.0 243.8 74.9 272.6 -17.3% -10.6% 2.17 2.47

最尤法 1.3 3.2 2.5 4.4 -47.4% -27.0% 1.48 1.61
対数正規

分布 
最小２乗法 0.8 1.8 1.8 2.8 -55.1% -35.4% 1.48 1.47

モーメント法 92.2 321.5 105.8 351.7 -12.9% -8.6% 0.70 0.18

最尤法 1.5 2.5 3.9 5.0 -62.1% -49.4% 10.85 0.43
ワイブル

分布 
最小２乗法 0.3 0.4 1.6 1.8 -81.5% -76.8% 10.90 0.63

確率ウェイト 

モーメント法 
24.6 232.1 26.8 255.4 -8.5% -9.1% 4.57 0.98

最尤法 50.1 630.4 54.1 686.1 -7.5% -8.1% 3.44 1.10

一般化 

パレート

分布 
最小２乗法 1.1 4.5 1.8 5.5 -37.3% -17.8% 3.84 0.60

 

 
 

                                                  
45 ノンパラメトリック手法を用いて信頼区間 99%で計算したリスク量を 100 として、スケ

ーリングした値を示す。 
46 解析的近似解の、シミュレーション結果に対する乖離率、すなわち、 

シミュレーション結果

シミュレーション結果解析的近似解 −  

を示す。 
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【補論 2】本稿で用いられる技術的な用語、論点について 

（１）本稿で損失額分布として使用する分布形とその特徴点 

一般化パレート分布には、ξの範囲によって、① 0<ξ のとき、損失額が一

定値を超える確率が 0 となる、② r
1>ξ のとき、分布の r 次モーメントが存在

しない、といった性質がある。とくに 1>ξ の場合には、1 次モーメントであ

る平均値が存在しない、非常に裾の厚い分布が推定されることとなる。 

                                                  
47 データのスケール変換（全データを、ゼロ以外の数により定数倍する）によって、値が

不変なパラメータを表す。 

 特徴・形状 確率密度関数 ﾊﾟﾗﾒｰﾀ 

対数正規分布 損失額 x の自然対数値

が正規分布となる分布

（ が 正 規 分 布

に従うとき、

の確率分布）で

ある。 の範囲で定

義され、

Y
),( 2σμN

Yex =
0>x

xの正の方向に

裾が広い形状となる。 

0

,
2

)(logexp
2
1)( 2

2

>

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

x
x

xf LN σ
μ

σπ
x
 

μ : x の自然対数

値の平均（尺度ﾊﾟ

ﾗﾒｰﾀ） 

σ ： xの自然対数

値の標準偏差（形

状ﾊﾟﾗﾒｰﾀ47） 

ワイブル分布 0>x の範囲で定義

され、右記のパラメー

タ p が１より小さいと

き、xの正の方向に裾が

広い形状となる。 

0,,0

,exp)(
1

>>

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

θ

θθθ

px

xxpxf
pp

w
 

p :形状ﾊﾟﾗﾒｰﾀ 

θ :尺度ﾊﾟﾗﾒｰﾀ 

一般化パレー

ト分布 (GPD
…

Generalized 
Pareto 
Distribution) 

0>x の範囲で定義

され、xの正の方向に裾

が広い形状となる。 

ξ ：形状ﾊﾟﾗﾒｰﾀ 

0,0,0

,)exp(1)(

0,0,0

,)1(1)(
11

>=≥

−=

>≠≥

+=
−−

βξ
ββ

βξ
β
ξ

β
ξ

x

xxf

x

xxf

GPD

GPD

　　

 

（ξ が大きいほど

分布の裾が厚い）

β ：尺度ﾊﾟﾗﾒｰﾀ 
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（２）パラメータ推定手法とその特徴点 

 考え方 手法 特徴 

モーメ

ント法 
モーメント（平均、分散

等に関するパラメータ）に

ついて満たすべき連立方程

式を作成し、その解を求め、

パラメータの推定値とする

方法。 

実損データから、１次、２次のモーメント 

∑∑
==

==
N

i
i

N

i
i x

N
Mx

N
M

1

2
2

1
1

1,1
 

を計算し、 、 と各分布のパラメータとの

関係式（仮定する分布形によって異なる）を解

くことにより各分布のパラメータを求める。 

1M 2M

モーメントの計

算において、相対的

に x が大きい（低頻

度高額損失）部分、

すなわち分布のテー

ル部分が強調される

傾向がみられる。 

確率ウ

ェイト

モーメ

ント法 

パラメータの値によって

は平均、分散等のモーメン

トが存在しなくなることも

あるような、特に裾が広い

分布に対して、各標本の重

み付け（データの値が大き

くなるほど重み付けを小さ

くする）を行い、モーメン

トを算定する方法。 

実損データから、変形されたモーメント 

),1,0(]))(1([ L=−= rXFXEw r
r   

)(XF ：分布関数 

を計算し、各分布のパラメータとの関係式（仮

定する分布形によって異なる）を解くことによ

り各分布のパラメータを求める。 

一般化パレート分

布等、特に裾が厚い

分布において、モー

メント法の代わりに

用いられる。 

最尤法 尤度（標本を構成する各

実損データの発生確率密度

の積で表現）を最大化する

ようにパラメータを決定す

る。具体的には、 

①仮定する分布形の確率

密度関数に実損データを代

入し、パラメータについて

の関数を得る。 

②上記①で得た値（関数）

の積をとり尤度関数を得

る。 

③尤度関数の値を最大に

するようにパラメータを決

定する。 

実損データから、対数尤度関数 

)),...,,(log(

),...,,(log

1
1

1
1

K

N

i
i

Ki

N

i

xf

xf

θθ

θθ

∑

Π

=

=

=

=Λ
 

を計算し、 

Kj
j

,...,1,0 ==
∂
Λ∂
θ

 

を解いて、パラメータ jθ を求める。 

対数正規分布の場合、2 つのパラメータ 21,θθ
は各々、実損データの対数値の標本平均、標本

分散となる。 

 対数尤度関数の計

算において、相対的

にデータ数が多い高

頻度低額損失部分が

強調されるため、こ

の部分におけるフィ

ットを重視したパラ

メータが推定される

傾向がみられる。 

 最尤推定量は、一

般的に漸近的有効推

定量（サンプル数

の時に推定

量の分散が最小とな

る）。 

∞→n

最小 2
乗法 

実損データと推計値（推

定する分布関数上の点）と

の差の 2 乗の和を求め、そ

の値が最小になるようにパ

ラメータの値を決定する方

法。 

実損データと推計値が線形の関係になるように

変換したデータの組合せ について、

 

),( ii xy
2)}({ baxy ii +−∑

が最小となるようにパラメータを決定する。例

えば、損失額分布として対数正規分布を仮定し

た場合、 ：実損データの対数値の単調増加列、

：実損データの対数値が標準正規分布に完全

に従う場合の単調増加列、となる。 

iy
ix

最尤法と同様に、

相対的にデータ数が

多い高頻度低額損失

部分が強調される傾

向がみられる。 
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（３）分布形の適合に関する視覚的検証方法（PP プロット、QQ プロット） 

名称 考え方 損失分布の適合度検証に用いる際の

ポイント 

PP プロット 

（パーセンタイ

ル・パーセンタイ

ル・プロット） 

推定された分布と実損データの分

布について、各データの確率点（低

額から数えて何%目の位置にあるか、

0～1 の範囲で表示したもの）におけ

る乖離状況を表示する（ x軸：推定

された分布上の推計値、 y 軸：実損

データに基づく値）。 

45 度線に近いほど適合度が高い。ま

た、実損データの過大評価、過小評価

を視覚的に確認することも可能であ

る（45 度線より上方にある点において

は、実損データを過小評価、下方にあ

る点においては過大評価）。 

PP プロットでは、高額損失部分に

おける実損データの分布と推定され

た分布の乖離幅が視覚的に見づらい

が QQ プロットでは軸を損失額ベース

に変換しており、高額損失部分の乖離

幅が視覚的に判断しやすくなってい

る。 

QQ プロット 推定された分布と実損データの分

布について、各損失額の乖離状況を、

見やすさを考慮し適宜変換・スケー

リングを行い表示するものである

（ x軸：推定された分布上の推計値、

軸：実損データに基づく値）。 y

（ ク ォ ン タ イ

ル・クォンタイ

ル・プロット） 
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（４）損失額分布の適合度検証における定量的手法とその評価 

 

名称 考え方 本稿で用いた手法 
損失額分布の適合度検証に用いる

ことが難しい背景 

コルモゴロフ

-スミルノフ

統計量 

（ K-S 統 計

量） 

実損データ

の各点におい

て、①実損デー

タの分布と②

推定された分

布の分布関数

の差（の絶対

値）を計算し、

最大値を統計

量とする。 

)()(max
1 iiNNi

xFxSK −=
≤≤

 

K ：K-S 統計量 

)( iN xS ：実損データ等による実

損データの分布の分布関数

（データを昇順に並べた際の

パーセント点） 

 

 

 

)( ixF ：推定される分布の分布

関数 

N ：データ数 

ix ：各データの値 

 相対的に、高頻度低額損失部分

の乖離幅が重視される（低頻度高

額損失部分における乖離幅は、両

分布とも分布関数の値が 1 に近い

ので然程大きくならないため）。 

 このため、リスク量に大きな影

響を与える損失額分布の低頻度高

額損失部分の乖離幅を適切に評価

することは難しい。 

 K-S 統計量

の修正版で、実

損データの分

布関数と推計

分布の分布関

数の差の 2 乗

に重み付け関

数 )(xψ を掛け

たものの和を

統計量とする。 

))(1)((
)(

),()()()(
2

2

xFxF
Nx

xdFxxFxSA N

−
=

−= ∫
+∞

∞−

ψ

ψ
 

分布の左右のテール部分（分布

の左端、および右端部分）におけ

る乖離幅に敏感に反応する統計量

と、一般的に評価されている（重

み付け関数 )(xψ により、分布の左

右のテール部分に高い重みが付与

されるため）。 

アンダーソン

-ダーリング

統計量 

（ A-D 統 計

量） 2A ：A-D 統計量 

N ：データ数 

しかし、K-S 統計量と同様に、

（低頻度高額損失部分における乖

離幅は、両分布とも分布関数の値

が 1 に近いので然程大きくならな

いため）左側のテール部分、すな

わち非常に高頻度低額損失部分に

おける分布関数の乖離幅が統計量

として採用される結果となり、低

頻度高額損失部分の乖離幅を適切

に評価することは難しい。 
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